Lecon 207 : Prolongement de fonctions. E & A.

— Développement 1

Théoréme de Plancherel

— Développement 2 : Prolongement de la fonction Gamma

(E,d) et (F,§) désignent deux espaces métriques et
D CE.

Définition 1 (Prolongement). On dit que g : E — F
est un prolongement de f : D — F sigp = [.

1 Prolongement et continuité

Prolongement ponctuel

Définition 2 (Limite en un point). Soient A C D et
f:D CE — F une application. On dit que |l € F' est

la limite de f en a € A et on note lim f(x) =1, si :
T—a
z€EA

Ve > 0,3n > 0,Va € A, d(z,a) <n=0(f(x),]) <e.

Définition 3. Soit f : D — F une application conti-
nue et a € E\ D. Si f admet une limite [ en a on dit
que application continue
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est le prolongement par continuité de f.

stxeD
six e E\D

Exemple 4. 1. Pour tout  # 0, x +—

sin(x)

se prolongement par continuité en 0 car

lim sin(x)

x—0 x

=1.

1
2. Pour tout v # 0, v — exp(——;) se prolonge
x

1):0

par continuité en 0 car lim exp(——
x—0 :[;2

1
Contre-exemple 5. La fonction x — sin (—> ne se
x

prolonge pas par continuité en 0.

Prolongement par densité

Dans cette partie on suppose que D est une partie
dense de E.

Proposition 6. Soit f : (D,d) — (F, ) une applica-
tion continue telle que pour tout x € E \ D, lim f(y)
y—z

yeEA
existe.

Alors f se prolonge d’une unique fagon a E en une
application continue.

Proposition 7. On suppose F' complet.
Soit f : (A,d) — (F,0) une application uniformément
continue. Alors f se prolonge de fagcon unique a E en
une application uniformément continue.

Corollaire 8. Si E et F sont des espaces vectoriels
normés avec F de Banach, D un sous-espace vectoriel
dense dans E, et f : D — F une application linéaire
continue, alors f se prolonge d’une unique facon a F,
et on a conservation de la norme.

Application 9. Soit E un espace de Banach et [a,b] C
R. L’intégrale de Riemann définit sur les fonctions en
escaliers, se prolonge d’une unique facon a [’espace
R(la,b], E) des fonctions réglées.

Application 10 (Lemme de Riemann-Lebesgue). Soit

f e L'R). Alors f € C{(R), c’est a dire
lim f(z)=0

r—>Fo0

Application 11 (Différentielle du déterminant). L’ap-

plication det : M,,(K) — K est différentiable, et pour
tout X, H € M,(K) on a :

D, detoH = tr('‘Com(X H)).

La partie suivante et un exemple fondamen-
tal de prolongement par densité.

Transformée de Fourier

Définition 12. Une fonction f € C™(R) est dite a
décroissante rapide si pour tout k € N 1l existe Cj, > 0
telle que pour tout x € R on ait |z|*| f(z)] < Cy.

Définition 13 (Espace de Schwartz). On définit
I’espace de Schwartz

S(R) = {f € C*(R),Va, B € N,sup ‘xo‘f(ﬂ)(x)‘ < oo}
z€eR

C’est l’espace des fonctions a décroissance rapide ainsi

que toutes leurs dérivées.

Proposition 14. L’espace S(R) est dense dans L*(R).

Proposition 15. L’espace de Schwartz S(R) est stable
par la transformée de Fourier .

Théoréme 16 (Plancherel). | DEVELOPPEMENT 1 |
La transformée de Fourier F : S(R) — S(R) se pro-
longe de maniere unique en une isométrie de L*(R) (a
une constante pres) et pour tout f € L*(R), on a

1.
[ fllz2 = EHfHL?-



Prolongement global

Théoréme 17 (Tietze-Urysohn). Soit Y un fermé de
(E,d) et f:Y —— R une application continue. Alors
f admet un prolongement continue a (X,d).

Application 18. Soit K C E. Alors K est compact si
et seulement si tout fonction continue de K dans R est
bornée.

Application 19. Supposons que E soit sans point isolé
et que toute application de E dans R est uniformément
continue. Alors E est compact.

Prolongement des formes linéaires

Théoréme 20 (Hahn-Banach, ADMIS). Si E est un
R-espace vectoriel normé, D un sous-espace vectoriel,
et f € D'. Alors [ se prolonge en une forme linéaire
(non unique) continue ¢ sur E, et de plus on a :

1fllpr = [1o]le-

Corollaire 21. Soit E un R-espace vectoriel normé,
et V un sous espace vectoriel de E. Les conditions sui-
vantes sont équivalentes :

1. V est dense dans F
2. pour tout o € ' on a gy =0 = ¢ =0.

Exemple 22. Considérons E = C([0,1]). Soit A C
|1, 4+00] une partie fermée et f, = ﬁ pour tout
a € A. Alors si A admet un point d’accumulation dans
|11, +00], vect(fo)aca est dense dans E.

2 Prolongement et différentiabi-
lité
E désigne est un R-espace vectoriel normé.

Proposition 23. Soit f : [a,b]— E une application
continue, dérivable sur |a,b[ et telle que | = lim f'(z)
T—a
z>a
existe. Alors f est dérivable en a et f'(a) = L.

Exemple 24. La fonction v —— e~ se prolonge en
0 en une fonction C'*°

Théoréme 25 (De réalisation de Borel). Soit
(an)nen € CN, et 2o € R. Alors il existe une fonction
f € C=(R) telle que f* = ay, pour tout k € N.

Corollaire 26. Toute fonction C* sur un compact
[a,b] (avec des dérivées de tout ordre a droite de a et a
gauche de b) se prolonge en une fonction C* sur R.

Solutions d’un probléme de Cauchy

I C R désigne un intervalle, 2 C R™ un ouvert
(n>=1),et f:ixQ — R" une fonction continue.

Définition 27 (Probléme de Cauchy). On appelle pro-
bléeme de Cauchy la recherche d’une solution y de classe
Ct sur J C I de l'équation différentielle :

{ y'(t) = [t y(t))

y(to) = 20 (1)

Définition 28 (Solution maximale). Soient yy,y> deuz
solutions de (1) sur Jy,Jy C 1. On dit que ys prolonge
y1 st Jy C Jy et sty () = yo(x) pour tout x € J.
Ainsi, une solution est dite maximale si elle n’admet
aucun prolongement.

Théoréme 29 (Existence solution maximale). Soit f
une fonction continue de I x ) dans R™. Par tout point
(xo,t0) € I x Q il passe une solution mazximale (y, J),
ou J est une intervalle ouvert dans I.

St f est de plus localement Lischitzienne par rapport a
la seconde variable, cette solution mazimale est unique.

Théoréme 30 (Critére de prolongement ). Considé-
rons f définie sur ]a,b[xR™.Soit (y,J) une solution de
(1) avec o J =|a, B[, tel que a < a < B < b. Sup-
posons qu’il existe § > 0, A > 0 tel que |y(t)] < A
pour tout t € [ — 0, B] (resp. Jo,c + 0]) alors y peut
étre prolongée au-dela de 5 (resp. au-dela de o) en une
solution de (1).

Exemple 31. Sur R x R, le probléme

i Y1)
y(0) = xo

admet pour tout xq une unique solution sur R.

3 Prolongement et holomorphie

Séries entiéres

>~ a,z™ désigne une série entiére de rayon de conver-
gence R > 1 et f désigne sa somme sur D := D(0, 1).

Définition 32. Un point a € 0D est dit régulier s’il
existe un disque D, centré en a tel que f soit analy-
tique sur DU D,. Si ce n'est pas le cas a est un point
singulier.

Notons A, l'ensemble des points singuliers, et A,
I’ensemble des points réguliers.

1
Exemple 33. Prenons la série Y 2" = 1 . On a
-z
A, =0D\ {1} et A, = {1}.
Proposition 34. Si A, =2 ona R > 1.
2”
Exemple 35. La fonction f(z) = Z 2—2 est continue

n=0
sur 0D mais n’y est pas analytique.



Théoréme 36 (D’Abel). Soit Y a,2z™ un série entiére
de rayon de convergencer > 1, de somme f sur et telle
que > a, converge vers une limite S. Pour 6, € |0, g[
on pose :

Ay, = {z €cClzl<l,z=1-pe? p>0,0 €[00
Alors :

lim f(z) =S
z—1
z€Ap

+oo

37. Pour f(z)=

Exemple

2

n=1

lim1 f(z) =1In(2).
zEAGO

Théoréme 38 (Taubérien faible). Soit > a,z" un sé-
rie entiere de rayon de convergence 1, de somme f sur
D et telle qu’il existe S € C tel que :

gé?f(Z)ZS-

, 1
Alors st a, = o —) > a, converge et sa somme est

S.

Remarque 39. Le théoreme taubérien faible est une

réciproque partielle du théoreme d’Abel. Une réciproque

1

plus forte existe si a, = O (—>
n

Contre-exemple 40. On a :

+oo
1 1
lim » (—=1)"z" = lim = -
z2—1 z—=114+ 2z 2
2<1 n=0 z<1

mais la série Y (—1)" diverge.

Fonctions holomorphes

) désigne un ouvert de C et f une fonction holo-
morphe sur €.

Définition 41. On dit qu’un point a € C est une sin-
gularité isolée pour f si a est un point isolé de 0S2.
On dit que a est une singularité effacable pour f s’il
est possible de prolonger f en une fonction holomorphe
dans louvert QU {a}.

Remarque 42. D’aprés la proposition 6 ce prolon-
gement est unique par densité de densité de §2 dans

QU {a}.

Théoréme 43 (Prolongement de Riemann). Soit a
une singularité isolée pour f. Si f est bornée dans un
voisinage €pointée de a, alors a est une singularité ef-
fagable(i.e. f se prolonge holomorphiquement en a).

Exemple 44. La fonction f(z) = <
rité effacable pour z = 0.

a une singula-

Proposition 45 (Principe des zéros isolés). On
suppose £ conneze.

Soit f wune fonction holomorphe sur ), et soit Z(f)
Uensemble de ses zéros. Alors ou bien Z(f) = Q ou
bien Z(f) n’a pas de point d’accumulation dans Q.

Proposition 46 (Prolongement analytique).
Soient f et g deux fonctions holomorphes sur €0 coin-
cident sur U C €. Si Q) est connexe et si U a un point
d’accumulation dans €2, alors elle coincident sur ).

Application 47 (Transformée de Fourier de la gaus-
sienne). Soit f(z) = e *". Alors la fonction F(2) =
Iz e~ etz dt est holomorphe sur C et coincide avec f

T &2
—€ 4a,
a

Théoréme 48 (Principe de réflexion de Schwarz).
Supposons que ) soit symétrique par rapport a [’axe
réel, et soit f une fonction holomorphe sur € :=
Qn{z € C,S(2) > 0} et continue sur Q. telle que
f soit réelle sur l’axe réel.

Alors f se prolonge en une fonction holomorphe sur €.

sur l’aze imaginaire, on en déduit que f(x) =

' DEVELOPPEMENT 2|

Application 49 (Fonction I' d’Euler). Pour tout
z € C tel que Re(z) > 0 la fonction

“+o00
/ e P dt
0

est holomorphe et elle admet un unique prolongement
holomorphe sur C\ {—N}.

['(z) =
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